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方程式の解と置換について（平成２０年）

我が国では中学３年で二次方程式の解の公式を教わり，大学初年次に三次と四次方程

式の解の公式を学びます．そして，大学三年次にガロア理論を学び，方程式論を一応理

解することになっています．だが，どの段階も未消化のままに終わっているのが現状の

ようです．そこで，日頃から考えている方程式論指導の検討資料としたいと思います．

1. 解の公式

解の公式は次の因数分解を用いて求められる．

(1) 二次方程式 について

(2) 三次方程式 について
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(3) 四次方程式 について

元の方程式は, 3)を用いて因数分解できる.
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注 代数方程式の根は，代数演算を用いて方程式の係数から求まる．また，係数は根の

対称式だから，根の間の置換で変わらない．Galois 拡大が同型写像から始めるのはそ

のためである．

2. 補助方程式の解と置換

方程式の根の間の置換で，補助方程式の根は変わらない．

(1) ２次方程式は，次の補助方程式に変形できた．

元の方程式の解 をとすると

よって，補助方程式の根 はの置換で変わらない．

(2) ３次方程式は，次の補助方程式に変形できた．

元の方程式の根を と し，補助方程式の根を u, v とすると
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よって，補助方程式は の整式となり，１つの根 はで

根 の間の置換で他の根が得られることが分かる．

(3) ４次方程式は， を根にもつ次の補助方程式に変形される．

元の方程式の根を とし，補助方程式の根 をとすると

より u,v,w のうち二つが決まると他は一意に決まるから，

根 u,v,w の一組を とすると，

y3 = 1, y2 + y + 1 = 0 だから
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補助方程式の根は, 元の方程式の根 の整式であり, その一つは

で，他の根はの間の置換で求まる．

方程式の係数体は, 根の対称式で, 根の置換で変わらない. 根 の間の置換が作る

群を考察する.

3. 対称群の構成

根 を n と置き, n 個の文字置換で考える. ただし, 互換を(m n), 巡回置換を

(k l m n) と記す.

一般に，次のようになる．
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4. 置換群の正規部分群

1) すべての置換は，互換 (1 n) で表される．

(1) 巡回置換

(i j k) = (1 i)(1 j)(1 k)

(2) 互換

(i j) = (1 i)(1 j)(1 i)

2) 置換群 G は， の互換 (1 n) で表される．

3) H(固定群)のとき は不動置換である.

注 を と記すことがある.

5. 交代群
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注

1) 交代群は(i j k)の巡回群により生成される．

2 ) の交換子部分群は， である．

3)

6. 組成列

注 クラインの４元群(Vierengruppe)

5 個の根をもつ方程式は, 因子群の位数は素数でないので, 方程式は既約方程式

に表せないことが分かる.
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